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ENONCE

Polytechnique, épreuve B

Attention, [’énoncé suivant est une profonde réécriture du sujet d’origine.
Les retouches sont l'euvre de Clément de Sequins Pazzis. L’auteur de
loriginal préfére probablement rester anonyme.

Préambule

Toutes les variables aléatoires (discretes) envisagées ici sont définies sur
un espace probabilisé (,.4,P) fixé une bonne fois pour toutes. On consideére
une telle variable X dont la loi est donnée par

+oo
VieN, P(X=x;)=p; >0 avec Y p;i=1,
=0

et ol (z;);>0 est une suite de réels strictement positifs deux a deux distincts.
On suppose que X admet une espérance finie notée m := E(X) > 0.

Soit (X%)k>1 une suite de variables aléatoires, indépendantes et de méme
loi que X. On supposera plus précisément que X et toutes les variables Xj,
prennent leurs valeurs dans ensemble {x; };en. On note (Si) k>0 les sommes
partielles définies par

So:=0, etpourn=1, 5, := ZXk-
k=1

Soit a et b deux réels tels que a < b. Pour w € €2, on pose
—+o0
N(a,b)(w) = Card{k € N: Sp(w) € [a,b]} =Y 1(s,efap) (@),
k=0

qui est un élément de N U {+o00}. Nous avons ainsi défini une fonction
N(ab) : Q@ - NU {400}, et nous admettons qu’il s’agit d’une variable
aléatoire discrete sur (Q2,4,P).

Etant donné une variable aléatoire Y :  — N U {400}, on dit que ¥’
est d’espérance finie lorsque P(Y = +00) = 0 et la série ZkP(Y = k)

k
converge. Dans ce cas le réel positif

E(Y):=> kP(Y =k)
keN

est appelé espérance de Y. Lorsque Y est & valeurs dans N on retrouve la
notion déja connue du lecteur.
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L’objet de ce probléme est I’étude du comportement de N(a,b) quand a
et b tendent vers l'infini.

Premiere partie

1.a. Justifier que pour tous £ > 0 et n € N, on a
(N(0,0) =n+1) = (Sp <L < Snt1),
(Sn <) = (NO) =n+1) et (S, =6 c (N0 <n+1).

1.b. On suppose dans cette question que X admet de plus une variance
finie V. Montrer alors que

v
€2n

Ve>0,Vn>1, P(S,<n(m—c¢))<

2. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans NU{+o0}, d’espérance finie.
Montrer que

+oo
EY)=> P(Y >k).
k=1

3.a. Montrer que pour tous n € Net £ > 0,

n

P(S, </) <¢é (E(exp(—X))) .

3.b. En déduire que P(S,, < ¥) tend vers 0 quand n — +o00, que N(0,)
est d’espérance finie et que
¢

E(N(0,0)) < T Bea( X))

3.c. Montrer que pour tous z € R, £ > 0, k € N* et n € N*,
P(Sp-1 <z < Sy, N(@a+0) 2 k) <P(S-1 <z<S5,)P(N(0,0) > k),

puis que N(z,z + ¢) est d’espérance finie et

o
E(N(z,z+10)) < 1 — E(exp(—X)) |

Deuxieme partie

Soit f : R — R une fonction. Si f est bornée, on note

[flloc = sup [f ()]
z€R
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sa norme uniforme. L’adhérence de {33 eR: f(x) # 0} est appelée support
de f. En particulier, si « n’appartient pas au support de f, alors f(z) = 0.
Soit K > 0 et g : R — R une fonction bornée a support inclus dans

[0,K]. On va étudier la suite des fonctions f,, : R — R définies pour n > 0
par

NE

fu(@) =) B(g(z - Sk)).

~
Il

0
Sous réserve de convergence, la limite de (f,,(x))nen est notée f(x).
4.a. Montrer que si g = 1y k], alors, pour tout réel x, la suite (f,(2))nen

est convergente et
f(z) =E(N(z — K,x)).

4.b. En déduire que pour tout = € R, la suite (f,,(z))nen est convergente
et

€N, [fa@)] < llglloo - —E(ei;(—X)) |

4.c. Conclure que la suite des fonctions f, converge simplement vers une
fonction f bornée et dont le support est inclus dans R.

5. Soit Y une variable aléatoire discréte, indépendante de X, et ¢ : R - R
une fonction bornée. Montrer que

sz l’“

6.a. Montrer que pour tous n € N et x € R,

fn+1 + szfn - 1’ .
6.b. Montrer que la fonction f vérifie I’égalité suivante sur R :
“+oo
(E) : f@)=g(@)+ Y pif(z— ).
i=0
7. Soit h : R — R une fonction bornée qui vérifie h(x Z pi h(z — x;)

pour tout x € R.
7.a. Montrer que pour tous z € Ret n € N, on a h(z) = E(h(z — 5,)).

7.b. En déduire que, si de plus le support de h est inclus dans R, alors
pour tout z € R, h(z) = 0.
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7.c. Conclure qu’il existe une unique fonction bornée a support dans R
solution de (E).

8.a. Montrer que ’ensemble
Ax = U{yeR: P(S, =y) >0}
neN
est dénombrable et inclus dans R .
On se donne une bijection y : 7 € N+— y; € Ax.

8.b. Montrer que, pour tout = € R,

n —+oo

Fala) =D P(Sk = i) gz — i)

k=0 i=0

8.c. En déduire qu’il existe une suite de réels positifs (g;);>0 telle que, pour
tout z € R,

“+o0
f(z):Zqig(xfyi) et Z ¢ = E(N(z — K,z)).
i=0

1€EN tel que
yi€lr—K,x]

9.a. Dans la formule précédente, montrer que la convergence de la série est
normale sur tout segment de R. On pourra utiliser la question 3.c.

9.b. On suppose que g est continue. Montrer que f est uniformément conti-
nue.

9.c. On suppose que g est de classe C'. Montrer que ¢’ est bornée. En
déduire que f est de classe C*, que f’ est bornée et uniformément continue
et que pour tout x € R,

+oo
fl@)=g'(@)+ Y pif (@ — ).
1=0

Troisieme partie

Soit A un sous-ensemble de R tel que ANRY # 0 et

V(zy) € A%, xz4+yeA.

On dit que A est stable par addition.
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10.a. Montrer que si (z,y) € A%, (k,;n) € N% et k < n, alors
nx + k(y —x) € A.

On définit
Ii={zeR}:3(zy e’ :z=y—a} et r(A):=infl.

10.b. Donner deux exemples de tels ensembles A, I'un pour lequel 7(A) > 0,
et 'autre pour lequel r(A) = 0.

11. Dans cette question, on suppose que r(A) > 0.
11.a. Montrer qu'il existe (a,b) € A% tel que b —a € [r(A),2r(A)].
On note d :=b — a.
11.b. Soit (k,n) € N? tel que k < n — 1. Montrer que
AN [na+ kdna + (k+1)d] = {na+ kdna + (k+ 1)d}.
11.c. Montrer qu'il existe ng € N tel que nga+ngd > (ng+ 1) a puis qu’il
existe k € N tel que a = kd.
11.d. En déduire que A C dZ, ou dZ = {kd | k € Z}.

12. On suppose maintenant que r(A) = 0.
12.a. Soit nn > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout x > A,

AN [z,z+n] # 0.

12.b. Soit f : R — R une fonction uniformément continue. On suppose que
pour toute suite (z,)nen & valeurs dans A telle que x,, — +00, f(x,) — 0.
Mountrer que f(z) — 0 quand z — 4oo0.

Quatriéme partie

On suppose dans cette partie que pour tout réel d > 0,
P(X €dz) < 1.

13. On consideére une fonction A uniformément continue et bornée sur R
telle que pour tout = € R,

+oo
h(z) < h(0) et h(z)= Zpi h(z — x;).
=0

On rappelle que h(z) = E(h(z — S,,)) pour tous = € R et n € N (voir la
question 7.a).
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13.a. Montrer que pour tous n € N et z > 0 tels que P(S, =) > 0, on a
h(—z) = h(0).

13.b. Montrer que ’ensemble Ax défini & la question 8.a est stable par
addition et que r(Ax) = 0.

13.c. En déduire que h(—z) — h(0) quand = — +oo.

13.d. Conclure que h est une fonction constante.

On suppose dans toute la suite que g est de classe C!, & support dans
[0,K] avec K > 0. On rappelle que f est la limite simple des fonctions f,
et 'unique solution bornée de I’équation (E), qu'elle est de classe C* et de
dérivée uniformément continue.

14.a. Prouver que la fonction x — sup f/(¢) admet une limite finie en +oo.
t>x

On note
c:= lim sup f'(t).

r—+00 t>z

14.b. Montrer qu’il existe une suite y,, — +oo telle que f'(y,) — c.

On admet qu'il existe une sous-suite (tx)r>0 de (Yn)n>0 telle que la suite
de fonctions (&x)r>0 de R dans R définies par

VtER, &(t) = f'(t+t)
converge uniformément sur tout segment de R vers une fonction notée &.
14.c. Montrer que £ est constante, égale a c.

14.d. Conclure que ¢ = 0.

On montrerait de méme que lim inf f/(¢) = 0, résultat que I'on admet
T—+oot>x
dans toute la suite.
14.e. En déduire que f’(t) — 0 quand t — +o0.
14.f. Montrer alors que pour tout £ > 0, f(t+¢)— f(t) — 0 quand ¢t — +o0.
On suppose, dans toute la suite de cette partie, la finitude de I’ensemble
{i e N: p; > 0}. On pose

(@) = P(X>z) siz>0
g0 0 six <0.

On admet que gq est intégrable sur R, et que / g0 = E(X).
R
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On note F ’ensemble des fonctions continues par morceaux, bornées et
a support dans un segment de R,. En utilisant la deuxieme partie, pour
tout g € F, on note Lg I'unique solution de (E) bornée & support dans R .

Nous dirons que la suite (tx)r>0 satisfait la propriété (P) si elle tend vers
400 et §'il existe une fonction continue g : Ry — R telle que pour tout

gEF,
+o0o

Lg(tk) o ; g(t)u(t) dt.

On admet que toute suite tendant vers 400 admet une suite extraite qui
satisfait la propriété (P).
Dans la question suivante, on fixe une suite (tx)r>0 satisfaisant la pro-

priété (P) ainsi qu’une fonction associée .

15.a. Montrer, en utilisant la question 14.f, que pour tous g € FNC*(R,R, )
et £ >0,

+oo
| o+ 0 - ue)) de=o.
0
15.b. En déduire que p est constante.

16.a. Montrer que Lgo(z) = 1 pour tout = > 0.

1

16.b. En déduire que u est constante de valeur :
E(X)

17. Conclure que pour tout g € F,

00 1 400
kZZOE(g(x — Sk)) — B /0 g(t)dt quand x — +oo.

18. Soit £ > 0 fixé. Déterminer le comportement de E(N(z,z + ¢)) quand
r — 4o00. Interpréter le résultat. Ce résultat est-il vrai s’il existe d > 0 tel
que P(X €edZ)=17



